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El problema planteado consistía, según se recordará, en identificar
si una secuencia de cinco puntos del plano discreto forma una
estrella de cinco puntas o no, estando cada punto dado por un único
número natural:

La solución a este problema se basa en dos ideas bastante sencillas:
la numeración de los puntos del plano discreto y la caracterización
de los pentagramas. Veámoslas por separado.

El primer asunto es convertir la numeración de los puntos, que vienen
dados por un único número natural, en pares de coordenadas, cuyas
propiedades geométricas sean manejables usando los métodos co-
nocidos. Como la numeración del plano se efectúa completando
triángulos, las abcisas son los números triangulares de siempre:

Así pues, dado un punto del plano (el numerado como 13 por
ejemplo), su redondeo por defecto a un número triangular nos lleva
al 10. Éste es el número triangular de la posición 4, que es la diagonal
descendente en que se encuentra el 13. Este proceso lleva fácilmente
a las coordenadas:

13 = 10 + 3 = numTri 4 + 3 = (4 - 3, 3) = (1, 3)

En Haskell,
>coordsNum :: Int -> Punto
>coordsNum n = (x, y)
>  where x’   = numTriInv n
> t   = numTri x’
> (x,y)   = (x’-y, n–t)

Como el n-ésimo número triangular t es

t = numTri (n) = 1 + ... + n = n (n+1) / 2

el inverso es la única solución positiva de la ecuación 2t = n2+n, es
decir:

cuya codificación es trivial:

>numTri :: Int -> Int
>numTri n = n*(n+1) ‘div‘ 2
>numTriInv :: Int -> Int
>numTriInv n
>  = (raizInt(1 + 8*n) - 1) ‘div‘ 2
>raizInt :: Int -> Int
>raizInt = floor . sqrt . fromIntegral

Y tenemos, en segundo lugar, la caracterización de las estrellas de
cinco puntas. Ésta se describe mejor pasando los puntos-número a
coordenadas cartesianas:

>coordsNum :: Int -> Punto
>coordsNum n = (x, y)
>  where x’ = numTriInv n
>        t  = numTri x’
>        y  = n  - t
>        x  = x’ - y

Observamos que la estrella <a, b, c, d, e> (roja, en la siguiente
figura) está inscrita en el pentágono simple convexo <a, c, e, b, d>
(en azul):

Estrellas diabólicasÁngel Herranz Nieva1, Cristóbal Pareja Flores2

1 Universidad Politécnica de Madrid; 2 Universidad Complutense de
Madrid

<aherranz@fi.upm.es>, <cpareja@sip.ucm.es><aherranz@fi.upm.es>, <cpareja@sip.ucm.es><aherranz@fi.upm.es>, <cpareja@sip.ucm.es><aherranz@fi.upm.es>, <cpareja@sip.ucm.es><aherranz@fi.upm.es>, <cpareja@sip.ucm.es>

El enunciado de este problema apareció en el número 179 de NováticaNováticaNováticaNováticaNovática
(enero-febrero 2006, p. 73). Es el problema E de los planteados en el III
Concurso Universitario de la Comunidad Autónoma de Madrid (CUPCAM
2005), del que ATI fue entidad colaboradora.
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>esPentagrama [a,b,c,d,e] =
>  esPentagono [a,c,e,b,d]

Y esto se puede comprobar simplemente viendo si cada lado “ac”,
“ce”, “eb”, “bd” y “da” deja los otros tres vértices siempre al mismo
lado:

>esPentagono [a,b,c,d,e] =
>  let signo = signoRotacion a b c
>  in (signo /= Cero)
>   && separaBien [a,b,c,d,e] signo
>   && separaBien [b,c,d,e,a] signo
>   && separaBien [c,d,e,a,b] signo
>   && separaBien [d,e,a,b,c] signo
>   && separaBien [e,a,b,c,d] signo
>separaBien [a,b,c,d,e] signo =
>     (signo == signoRotacion a b c)
>  && (signo == signoRotacion a b d)
>  && (signo == signoRotacion a b e)

Esta propiedad se remite a calcular el sentido de giro de un ángulo.
La solución viene dada por el producto cruzado,

que será positivo, negativo o nulo según el sentido de giro de dicho
ángulo:

Es decir:

>data Signo = Positivo
>           | Negativo
>           | Cero
>signoRotacion a b c =
>  let puntoA = coordsNum a
>      puntoB = coordsNum b
>      puntoC = coordsNum c

ux uy u 
× 
v 
= 

vx 
vy = ux vy  - 

vx uy 

>      vectorAB = vector puntoA puntoB
>      vectorBC = vector puntoB puntoC
>  in signo (prodVec vectorAB vectorBC)

donde las definiciones auxiliares para el signo (sentido) de rotación,
el vector que va de un punto a otro y el producto cruzado son las
siguientes:

>signo 0       = Cero
>signo n | n>0 = Positivo
>signo n | n<0 = Negativo
>vector  (a, b) (c, d) = (c-a, d-b)
>prodVec (u1, u2) (v1, v2)
>    = u1*v2 - u2*v1

Y ya está todo.

(En realidad, no era necesario conocer el producto cruzado y su
interpretación geométrica. Porque el sentido de giro del ángulo
p1p2p3 también puede interpretarse según p3 esté por encima de la
recta p1p2, por debajo o en la propia recta:

Para que p3 esté (por ejemplo) por encima, deberá cumplirse lo
siguiente:

o, equivalentemente:

(y3- y1) (x2- x1) > (y2- y1) (x3- x 1)

que es lo mismo que

siendo ux = x2- x1, etc.)

y3- y1 y2- y1 
x3- x1 

> x2- x1 

ux uy 
vx vy 

> 
0 




